TD 24 : Factorisation de polynémes et fractions rationnelles

Polynoémes irréductibles ———

# Onpose
A=2Xx*-3X3—17X> 427X -9
B=2X*—X3>—19X24+9X +9
1) Calculer A A B et déterminer sa décomposition en
produit de polynoémes irréductibles.
2) En déduire les décompositions de A et de B.
3) En déduire AV B.

#+:  Factoriser les polyndomes suivants, dans
C [X} puis dans ]R[X} :

.P1:X4—1 .P4:X4+X2—|—1
e P =X>+X+1 o Ps=X0+1
o P=X"-2 e P,=X"—1,neN*

##% Soit n € N*. Déterminer le PGCD de A =
X"—letdeB=(X—-1)".

n—1
(4 )#x SoitneN*.OnposeP(X)= Z X*_ Calculer
k=0
(X —1)P(X). En déduire une décomposition de P en
produit de polyndmes irréductibles sur C.

(5 )#ake Soit P € R[X] un polynome de degré n > 2,
scindé a racines simples. Montrer que P’ est scindé a
racines simples.

@ #*hk  SoitP e R [X] . Montrer qu’ily a
équivalence entre :

M VxeR  P(x)>0

() JA,BeR[X] P=A>+B

Relations coefficients racines

*ﬁ Soit P = 8X> —4X? —2X + 1. Trouver les ra-
cines de P sachant que la somme de deux de ses racines
fait 1.

*¥: Déterminer les solutions des systémes sui-
vants (les inconnues sont prises dans C) :

at+b+c=-2
ab+bc+ca=—1
abc =2

3 at+b=i
ab= -2 2)

—— Fractions rationnelles : DES et généralités ——

@ *¥:  Montrer qu’il n’existe pas de fraction ration-
nelle F telle que F 2 =X.

** Décomposer en éléments simples les frac-
tions rationnelles suivantes dans C(X) et dans R(X) :

X*+2X+5 o -2
. = =797 1
T X2 3x 12 (X2+1)2
2X 1
*h=yxe * =
. 1 o 1
[ ] = - [ ] e —
ST XX —1)2 T XY XA
1 X +X+1
F:— F:—
* T X x * T T

##%4: Soit un entier n > 1. Décomposer en €élé-

n—1

ments simples dans C(X) la fraction rationnelle T

Applications de la DES

D)+

1) Déterminer la décomposition en éléments simples
de F =

X(X+1)(X+2)
2) En déduire pour tout entier n > 1 la valeur de
1

,;k(k+1)(k+2)'

1
(X+1)3(X 1)
1) Etudier la parité de F puis obtenir sa décomposi-
tion en éléments simples.

ot Soit F =

2) En déduire des polynomes U et V tels que (X —
DU+ (X+1)%V =1.
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T
3 COSX

dx. On pourra

*ﬁ Calculer /

T gin?x+2tan?x
utiliser le changement de variables ¢t = sinx.

##% Calculer pour tout entier n > 1 la dérivée
x+2

(x+1)2(x—2)%

n-iemede f:x—

odald

1) Décomposer en éléments simples dans R(X) la

fraction F' = ———5—.
raction XXl

2) En déduire pour tout entier n > 1 la valeur de S, =
n
Y
PR aE SE
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